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Clase Auxiliar 3

Problema 1
Demuestre que las férmulas:

b
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Ay (f) = /ab 2rxr/1+ f (z)2dx

Para las dreas de revolucién de una funcién f : [a,b] — R en torno al eje
X e y respectivamente, son consistentes con la definicién de drea dada.

Demostracién:

Lo primero es hacerse un dibujo de las superficies, y parametrizarlas ade-
cuadamente (los dibujos quedan propuestos, para estimular la imaginacién
del estudiante):

» Para el eje x: Si “intercambiamos” mentalmente el eje x con el eje z,
podemos escribir la superficie de revolucién de f en torno a x (ahora
7) como:

S(2,0) = f(2)p+ 2k (2,0) € [a,b] x [0, 27]

Luego, usamos la definicién de area que tenemos:
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y calculamos:
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y como consideramos a X como z, recuperamos la férmula que tenia-
mos.



= Para el eje y: Ahora intercambiemos y con z, de este modo, la para-
metrizacién es:

—

S(x,0)=ap+ f(2)k (x,0) € [a,b] x [0, 27]

Igual que antes:
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Problema 2

Calcule el 4rea de la interseccién entre 2 + 32 =a? y 22+ 22 =a
Solucién:

Nuevamente, los dibujos quedan propuestos, como bien recordaran de la
clase auxiliar, la manera de imaginar la superficie es como “una pelota de
rugby”, pero no ovalada, (pues es “cuadrada” esta pelota), de todas ma-
neras, podemos calcular el area, manipulando los términos que la definen
apropiadamente, restando las ecuaciones:

2

Py —22=0 = (y+2)ly—2)=0 = y=+=4z
de este modo la parametrizacién de la superficie es:

T(0,2) =ap+zk (6,2) € [0,27] x [—acos(8), acos(h)]

Observamos que el rango al que pertenece z esta limitado por y, que vale
acos(f), y como la superficie es simétrica, podemos considerar z > 0 y
0 < 0 < 3, para después multiplicar el resultado obtenido por 8, asi,
calculando lo que corresponde:
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Asi, el valor del drea requerida es 8a?.



Problema 3

Considere el paraboloide de ecuacién 22 + y? + 2z = 4R? con R > 0 y el
cilindro x2 4 3% = 2Ry. Calcule la superficie de la porcién del cilindro que
queda fuera del paraboloide.

Solucién:
La ecuacién del paraboloide la podemos reescribir como:

2?2 +y? =4R? — 2

Es decir, para cada z fijo, se tiene que la curva de nivel del paraboloide es la
circunferencia centrada en cero, y de radio 4r% — z, con el eje z conteniendo
los centros. Por otra parte, reescribiendo la ecuacién del cilindro:

22 +4y>—2Ry+R*=R?> = 224+ (y—R)?*=R?

O sea, es un cilindro centrado en (0, R), de radio R, con z arbitrario.
Nuevamente, el dibujo queda propuesto, pero en terminos coloquiales, la
porcién que queda fuera del cilindro es como “una torre que emerge en el
costado de una colina”.

Necesitamos saber en que momento el cilindro se sale del paraboloide, para
ello, debemos ver la interseccién entre las ecuaciones, restandolas:

2+ +z—a? -y  =4R? - 2Ry = 2 = 4R* — 2ry = 2 = 2R(2R — v)

usando coordenadas cilindricas, las ecuaciones se escriben ahora como:

P+ 2z = 4R? p> =2Rpsen(d) = z=2R(2R — psen(h))

Considerando que p > 0 tenemos que despejando p y z en funcion de 6 :

p = 2Rsen(6) z = 4R* — 4R?sen?(#) = 4R? cos*(0)

La parametrizacién resultante (no olvidemos, coordenadas cilindricas: z =
pcos(0) y y = psen(f) y reemplazando en los resultados obtenidos):

7 (2,0) = (2Rsen(0) cos(0), 2R sen?(0), 2)
(2,0) € [4R? cos?(0),4R?] x [0, 7]

Consideramos solo hasta m, pues el cilindro vive segtin la parametrizacion
con que contamos, en ese segmento para #, ahora, calculamos:

5o . ~ 5o~
50 2R cos(#)p + 2R sen(6)0 F k
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50 X5 = —2Rcos(0)8 + 2R sen(8)p



por consiguiente, la integral:

T 4R? T
/ / 9R6260 = (2R)? / sen?(6)80 = (2R)*S = 4rR3
0 J4R2cos(0) 0 2

es el resultado que buscabamos.

Problema 4 -
Considere el campo F : R? — R3 definido por:

f’)(x,% z) = (yz,zz, xy)
y la region ) definida por:
r>0 y>0 zc[0,b] 2°+9y*=a
con a y b constantes dadas, ambas positivas.

= a) Evalde las integrales de flujo del campo sobre cada una de las
5 caras de la regiéon. Haga un bosquejo y considere la orientacion
exterior.

= b) Interprete fisicamente los 5 flujos calculados, asi como el flujo total
a través de €.

Solucién:
Debido a la importancia de contar con una imagen de 2, este dibujo no
queda propuesto:

Recordamos la definicién de flujo:

// FoS = //(ﬁ(_)(u v)) .ﬁ)||§ x EH&L&)
N 7\ Su v
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Con 612 la superficie que encierra al volumen €2, ¢ una parametrizacion de
- ~ .

esa superficie, F' el campo y n la normal en la que orientamos el campo

(casi siempre usaremos la exterior).

Procedemos entonces a parametrizar convenientemente cada cara de 2 de
modo de calcular el flujo en cada cara:



= L;: parametrizamos un rectdngulo, en y = 0:

7 (2, 2) = (,0,2) (x,2) € [0,a] x [0, 0]

y nuestra normal exterior es 1 = —3, luego:
a b a b
/ / (0,22,0) e (—(0,1,0))0xdz = / / —xz0xdz
o Jo o Jo
* b2 ab
=— Ry = —(=)?
/0 v 0z ( 5 )

Lo que significa que dado como orientamos el flujo (exteriormente),
a traves de L, esta entrando flujo.

= Ly: parametrizamos un rectdngulo, en z = 0:

7 (y,2) = (0,y,2)  (y,2) €[0,a] x [0,b]

y nuestra normal exterior es 1 = ,’{’ luego:
a b a b
/ / (y2,0,0) o (—(1,0,0))oydz = / / ~y20ydz
o Jo o Jo
¢ p? ab
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Lo que significa que dado como orientamos el flujo (exteriormente),
a traves de L esta entrando flujo también.

= Ti: Usamos coordenadas cilindricas:
(0 =rp+bk  (0,r) €0, g][(),a]

y en este caso, nuestra normal exterior es k, entonces nuestra integral:

/ /2 rcos(@)rsen(d) r 606r = —/2 Mu‘léﬁ
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Esto pues, las coordenadas del campo en los ejes x e y se anulan al
hacer e con la normal, se sigue que:

ot [F ] s
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= T5: Usamos coordenadas cilindricas de nuevo:

T (r,0)=rp  (8,r)€[0,=] x[0,q]

|9
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y en este caso, nuestra normal exterior es —k, entonces nuestra inte-
gral, analogamente al caso anterior:

—/ /2r3cos(9)sen(9)695r = -2
o Jo 8

Pues la integral es la misma salvo un signo. Este calculo podria ha-
berse evitado, pues viendo los signos de ambos flujos calculados, en
T, sale flujo, mientras que en 75 entra flujo, por lo tanto, en suma
se anulan, y esto es porque en ambas superficies, que son simétri-
cas, el campo también es simétrico (pues no depende de z), luego
solo diferira lo calculado por los signos de las normales por las cuales
orientamos el campo para calcular.

= Manto: Claramente, la buena idea es usar otra vez las coordenadas
cilindricas:

F0,2)=ap+ 2k (0,2) €0, g} x [0, b]

podemos ver que geométricamente, la normal exterior al manto es p
(pero si se calcula también da), de este modo nuestra integral es:

T b
/ / (azsen 6, az cos 6, a® sen  cos 0) e (cos @, sen 6, 0)adz60
o Jo

a’b?

5 b 5
/ / 202z sen(6) cos(0)5200 = / a®b? sen(20)660 = -
0o Jo 0

lo que significa que por el Manto, sale flujo, sumando a los flujos
que entran por L; y Lo, se obtiene que el flujo total a través de €2 es
cerol.



